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Soient A une C*-algtbre approximativement tinie simple avec unit& GL,(A) le 
groupe des inversibles et U,(A) le groupe des unitaires de A. Dans un travail 
p&&dent, nous avons dtcrit les aElianists GL,(A)/DGL,(A) et U,(A)/DU,(A) 
grace au groupe de Grothendieck K,(A) vu comme groupe des dimensions de A. 
Ici, nous montrons que les groupes DGL,(A) et DU,(A) sont simples modulo leurs 
centres. Nous ktudions aussi le cas d’une C*-algkbre stable et celui d’une C*-alg&bre 
avec unit& qui est iniinie simple. Dans les deux derniers cas, nous montrons de plus 
qu’il existe un homomorphisme nature1 surjectif du groupe de Milnor KY’(A) sur 
&(A). 0 1985 Academic Press, Inc. 
Let A be a simple approximately finite-dimensional C*-algebra with unit, let 
GIL,(A) be the group of invertible elements and let U,(A) be that of unitaries in A. 
In a previous work the abelianized groups GL,(A)/DGL,(A) and U,(A)/DU,(A) 
have been described with Grothendieck’s group K,(A) viewed as a dimension group 
for A. Here, it is shown that the groups DGL,(A) and DU,(A) are simple up to 
their centres. The case of a stable C*-algebra and that of a C*-algebra with unit 
which is simple infinite are also studied. In the last two cases, moreover, it is shown 
that there exists a natural homomorphism from Milnor’s group KY’(A) onto 
&(A). 0 1985 Academic Press. Inc. 
Soient A une C*-algtibre avec unit& GL,(A) le groupe des inversibles de 
A et U,(A) le groupe des unitaires de A. On note M,(A) la C*-algbbre des 
matrices n-fois-n sur A et G&(A), U,(A) les groupes correspondants 
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(n = 1,2,..., co). Ces groupes sont munis des topologies naturelles (de 
limites inductives si n = co); pour designer leurs composantes connexes, on 
ajoute un indice zero: GLy(A),..., @,(A). Pour tout groupe r, on note DT 
le groupe derive. 
Nous abordons ici l’ttude du lien entre ideaux bilateres de A et sous- 
groupes distingues des groupes associes (etude deja proposee au no 6.9 de 
[He]). Ce travail fait suite a [ HSl ] et [HS2], dont nous conservons les 
notations et la numerotation. Nous avons deja rappel& (a la Iin de la sec- 
tion 2) que DGL,(A) = DGLO,(A), et on verifie tout aussi facilement que 
DU,(A ) = DU”,(A ). On sait aussi que les sous-groupes normaux de 
DGL,(A) sont des groupes de congruence. En particulier, si A est simple, 
alors le groupe DGL,(A) est simple. (Voir [B, chap. V, sect. 2, 
thtoreme 2.l.a]; nous reproduisons ce resultat en appendice pour la com- 
modite du lecteur.) En revanche, on ne sait en general pas si DGLy(A) et 
DUy(A) modulo leurs centres sont simples (exception: le cas des facteurs 
Nous montrons ici les rtsultats suivants. Rappelons auparavant que, si A 
est une C*-algebre AF, les groupes GL,(A) et U,(A) sont connexes (c’est 
done a dessein qu’on omet l’indice 0). 
THBOR~ME I. Soit A une C*-algPbre approximativementj’kie simple avec 
unite. 
(i) Soit G un sowgroupe non central de GL,(A) normalist par 
DGL,(A). Alors G contient DGL,(A). En particulier, DGL,(A) module son 
centre est un groupe simple. 
(ii) Soit G un sous-groupe non central de U,(A) normalis& par 
DU1(A). Alors G contient DU,(A). En particulier, DU,(A) modulo son cen- 
tre est un groupe simple. 
Le theoreme I exprime notamment que les groupes DGL,(A) et DU1(A) 
sont parfaits, et precise les &on&s de la section 6 de [HS2]. 
TH~OR~ME II. Soit A une C*-algPbre infnie simple avec unit&. (Rappel: 
“infinie” veut dire qu’il existe x E A avec x*x = 1 et xx* # 1.) Soit G un sous- 
groupe normal non central de GLy(A). Alors G = GLy(A). En particulier 
GLy(A) modulo son centre est un groupe simple. 
Nos preuves reprennent certains procedes deja utilises par Kaplansky et 
Lanski (voir aussi le chapitre IV de [Ha]), et utilisent essentiellement les 
resultats de [HS2]. 
Pour terminer, faisons le point sur ce que nous savons des premiers 
groupes de K-thtorie algtbrique dune C*-algebre A qui est 
ou bien stable 
ou bien avec unite, inlinie et simple. 
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Par definition, on a J@(A) = iYtgOP(A ). Les resultats de la section 7 impli- 
quent Cvidemment leurs analogues stables, de sorte que KY@(A) = F;p(A). 
De plus, nous montrons a la section 10 que les preuves de ces resultats 
impliquent davantage. Prtcistment 
l’homomorphisme nature1 KY”(A) + F;p(A) est surjectif 
ou KY” designe le groupe de Milnor, et oti J$‘P(A) est isomorphe a K,(A) 
par periodicite de Bott. Tout ceci est en parfait accord avec [Karl. On 
connait au moins un cas ou K,M”(A) = KFp(A ): c’est celui d’une algebre de 
von Neumann proprement infinie, pour laquelle KY”(A) est nul [HM]. 
8. GROUPES SIMPLES: CAS GBNBRAL LINBAIRE 
Le resultat preliminaire ci-dessous atteste de l’abondance des diviseurs de 
zero dans une C*-algebre. 
LEMME 8.1. Soit A une C*-algPbre avec uniti. 
(a) On suppose A non isomorphe 2 @. Soit c E A avec c # 0. I1 existe 
y,z~A avec ycz=O et yc#O#z. 
(b) On suppose A simple. Soient cl, c2 E A avec c1 # 0 # c2. II existe 
eEA avec c,ec,#O. 
Preuve. (a) Supposons d’abord que le spectre de c*c contienne au 
moins deux points, dont A #O. 11 existe deux fonctions continues f, g: S- 
pec(c*c) + C avec f(A) #O, g#O et fg=O. On pose y=f(c*c) c* et 
z = g(c*c). 
Supposons au contraire que c*c = A E rW*, . Soit x E A + - R + . Vu ce qui 
precede, il existe v, z E A avec vxz = 0 et vx #O # z. On acheve en posant 
y = vxc*. 
(b) Si A est simple, il existe a, ,..., ak, b, ,..., b, dans A avec 
l=a,c,b,+a,c,b,+ ... +a,c,b,. Par suite O#c,=c,a,c,b,+ ... + 
c,a,c,b, et c,ajc2 #O pourj bien choisi dans (l,..., k}. 1 
Soient A une C*-algebre avec unite et p, q deux projecteurs orthogonaux 
de A. Convenons d’appeler transvection relative ci (p, q) tout element de la 
forme 1 + y E A avec y = pyq # 0, et d&ment triangulaire relatif ri (p, q) tout 
Clement de la forme 
a+b+d+l-p-q 
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avec a = pap, b = pbq et d = qdq. Notons qu’une transvection est toujours 
dans DGLy(A), comme il rtsulte du calcul ’ 
PROPOSITION 8.2. Soit A une C*-algebre simple avec unite. Soient p, q, r 
trois projecteurs orthogonaux non nuls de somme 1 duns A tels que p < r, 
q < r, avec pAp non isomorphe a 6Z. Soit G un sous-groupe non central de 
GL,(A) normalisP par DGLy(A). Alors G contient toutes les transvections 
relatives a (p, q). 
Les trois lemmes suivants constituent une preuve de la proposition 8.2. 
LEMME 8.3. Le groupe G contient un element triangulaire t relatif ci 
(p, 1 - p) qui n’est pas un multiple de l’identite. 
Preuve. Par hypothese, il existe 
a = pap, b=pb(l -p) 
c=(l-PICP, d=(l-p)d(l-p) 
dans A tels que (; 4;) soit dans G et ne soit pas central dans A. On ecrit 
(; 5;))’ = (;I 2:). On peut supposer c # 0 # c’, sans quoi il n’y aurait rien a 
montrer. 
11 existe y~pA(l -p) et z~pAp avec c’yc#O, z #O et c’ycz=O. Con- 
siderons en effet C*CE pAp - (0). D’apres le lemme &l(a), il existe 
y,, z~pAp avec y,c*cz=O et y,c*c#O#z. D’apres le lemme 8.1(b), il 
existe e E A avec c’ey,c*c # 0. On pose y = pey,c* E pA( 1 - p). 
Le commutateur de (“0 i--‘, ) et (;: $1) est un element de G de la forme 
(& X). On peut done supposer a priori que G contient un Clement (; “,) 
avec c # 0, et qu’il existe z E pAp avec z # 0 et cz = 0. 
D’aprb le lemme 8.1 (b), il existe f E A avec zfc # 0. Posons g = zf( 1 - p), 
de sorte que gc # 0. Alors (‘f 5;) ne commute pas a g = (z g), done le com- 
mutateur de (“0 rzgp) et (F f;) n’est pas l’identitt. Comme cg= 0, ce com- 
mutateur est un element de G de la forme (g rTp). 1 
LEMME 8.4. Le groupe G contient une transvection relative a (p, 1 - p). 
Preuve. 11 resulte du lemme 8.3 qu’il existe 
a = pap, b=pb(l -p) 
d=(l-p)d(l-p) 
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dans A tels que t = (; f;) soit dans G et ne soit pas dans @*. On Ccrit 
t-’ = (;: f;:,. 
Supposons d’abord a + d = A E C*, done a’ + d’ = I ~ ’ et c’ = 0; par 
hypothese sur t, on a b # 0 et b’ = --3Le2b # 0. L’element 
p+bb* 0 
0 (1-p+b*b)& 
est dans DGLy(A), car c’est le commutateur 
(( 
(p + bb*)“2 b 
0 (l-p+b*b);$ 
Par suite le commutateur 
p+bb* 
O 0 (I-p+b*b)& )p (a a))=(: If,) 
e=A-‘{ -b+(p+bb*)b(l -p+b*b)) 
= i -‘bb*b(2 + b*b) # 0 
est une transvection relative a (p, 1 - p) qui est dans G. 
Supposons done a + d $ @ *, et supposons de plus qu’il existe 
y=py(l-p)gA avec uy#yd. Le commutateur (l-yd,t)=l+uy-yd 
est une transvection relative A (p, 1 - p) qui est dans G. 
Supposons enfin que ay = yd pour tout y E pA( 1 - p). Comme A est sim- 
ple, il existe c, ,..., ck, b, ,,.., 6, dans A avec 
On peut supposer cj E (1 - p) Ap et bje pA( 1 - p), done en particulier 
ubj = b,d pour j = l,..., k. Par suite 1 - p = (C cjbj) d. Pour tout z E (1 - p) 
A( 1 - p) on a u(bjdz) = (bidz) d (j = I,..., k) et done 
dz=(l-p)dz=Ccjubjdz=Ccjbjdzd=(l-p)zd=zd. 
Par suite d est central dans (1 - p) A(1 - p) et il existe 2 EC* avec 
d= A( 1 - p). De mCme, il existe ,u E C* avec a = pp. Soit 
YEP4-P)-{O};1 a relation uy = yd implique 2 = ,u, et on est rament au 
premier cas de la preuve. i 
LEMME 8.5. Le groupe G contient to&es les trunsvections relatives ri 
(P? 4). 
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Preuve. Montrons d’abord que G contient une transvection relative a 
(p, q). Par hypothbe, il existe y,=py,(q+r)#O avec l+y,~G. Si 
py, r = 0, il n’y a rien a montrer. Sinon, on a pour tout z E A 
(l+py,(q+r),l+rzq)=l+py,rzqEG 
et on peut choisir z avec py,rzq #O vu le lemme 8.1(b). 
Soit done y E pAq avec y #O et 1 + YE G. Soient UE GLy(pAp) et 
h E GLT(qAq), et montrons que 1 + ayb E G. Soient U, v des unitaires de A 
dans GLy(A) avec upu* d Y et vqv* 6 r. (Si w est une isometric partielle de 
projecteur initial p et de projecteur final major+ par Y, on peut poser par 
exemple u = 1 - p - ww* + w + w*.) Posons 
d-a+ 1 -PEGL:(A) 
b’=b+ 1 -qEGLy(A) 
c’ = ua’-‘u*vb’v* E GLy(A), c’ - 1 E rAr 
d’ = a’b’ - ‘cl. 
Alors d’ E DGLy(A) car 




Soit x EpAq. Par implicite de A, il existe a, ,..., ak, b, ,..., b, dans A avec 
x=a,yb,+ ... +a,yb,. Par hypothese sur x et y, on a aussi x=(pa,p) 
Aqb,q)+ ... + (pa,p) y(qb,q). Tout Clement dune C*-algebre avec unite 
etant difference de deux inversibles dans la composante connexe de 1, on 
peut m&me supposer 
PajP E GL~PAP), 
qbjq E GLY(qAq), 
j= l,..., k. 
On a done comme plus haut 1 + aj yb, E G (j = l,..., k) et 
1+x= fl (l+u,yb,)=l+ 1 ajybiEG. 
l<l<k l<J<k 
La preuve de la proposition 8.2 est ainsi achevee. 1 
11 peut Ctre utile de considerer des variantes de la proposition 8.2. Par 
exemple, si on suppose de plus que G est normalist par GLy(A) (c’est tou- 
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jours le cas lorsque A est une algebre infinie vu le theoreme 7.5), alors G 
contient toutes les transvections relatives a (p, 1 - p) et a (1 - p, p); la 
preuve de ceci est plus courte que celle ci-dessus. Formulons une autre 
variante, que nous utilisons dans la preuve du theoreme 8.7. 
PROPOSITION 8.2b’“. Soit A une C*-algebre simple avec unite. Soient 
pl, pz, ps, p4 des projecteurs orthogonaux non nuls de somme 1 dans A tels 
que pi < pj + pk pour tout triple (i, j, k} de (1,2, 3,4} avec j # k, et soit 
p=pl +p2. Soit G un sous-groupe non central de CL,(A) normalist par 
DGLy(A). Alors G contient toutes les transvections relatives a (p, 1 - p) et a 
(l-P, P). 
Preuve. Cela resulte immediatement de la proposition 8.2. 1 
L’intCr&t de la proposition 8.2 vient en particulier de l’observation 
suivante. 
LEMME 8.6. Soient A une C*-algebre avec unite, p et q deux projecteurs 
orthogonaux de A avec p + q = 1, et ME A une isometric partielle avec 
u*u = p et uu* < q. Soit x E DGL,(pAp). Alors x + q est un produit de trans- 
vections relatives a (p, q) et a (q, p). 
Preuve. Soient y, z E GL,(pAp); notons y’ = (y);’ et z’ = (z); l. Si 
q’ = uu*, on a 
Le meme calcul valant pour y = -p, 
( -($ ;:iJ(I: y-g=(; uy~u*:q-qf) 
est un produit de transvections convenables. Par suite 
est un produit de transvections de la forme desiree. 1 
THBOR~~ME 8.7. Soient A une C*-algebre approximativement finie simple 
avec unite et G un sous-groupe non central de CL,(A) normalist par 
GROUPES D'UNE C*-ALG~BRE SIMPLE 361 
DGL,(A). Alors G contient DGL,(A). En particulier, le quotient de 
DGL,( A) par son centre est un groupe simple. 
Preuve. On peut supposer A de dimension intinie. Soient p,, p2, p3, p4 
des projecteurs de A satisfaisant aux hypotheses de la proposition 8.2bi”, 
avec de plus p3 + p4 4 p1 + pz (voir la preuve du lemme 3.6 de [F]). Nous 
savons deja que G contient les transvections relatives a toutes les paires de 
projections prises parmi 
P= PI, 4=p2, r=p3+p4. 
Soit x E DGL,(A); il s’agit de montrer que x E G. 
Comme CL,(A), et a fortiori DGL,( A), sont connexes par arcs, on peut 
supposer 11.x - 111 petit. En appliquant deux fois le lemme 5.8, on voit que x 
est congru modulo les transvections a un element de la forme 
d,s GL,(PAP) 
d, E GL,(qAq) 
d,E GL,(rAr), 
avec IId, - pll, IId, - 411 et /Id, - rll petits. lkrivons comme dans la preuve 
du lemme 5.11 
cl,=p+st avec s E pAr, t E rAp. 
Posons 
Alors 
s’ = (d,), ‘s, t’ = t(d& ‘. 
Par suite x est congru modulo des transvections a un element de la forme 
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ou encore par le mCme argument a un element de la forme 
Les transvections &ant toutes des commutateurs (voir la remarque qui 
precede la proposition 8.2), on a y E DGL,(A ). Soit T [respectivement T’] 
l’application traciale universelle de A [resp. rAr]. On a A &) = 0. Comme 
[r] est une unite dans le groupe ordonnt K,(A), toute trace positive sur 
rAr se prolonge de maniere unique en une trace positive sur A. On a done 
aussi A TS(d:) = 0, et d: E DGL,(rAr) en vertu de la proposition 6.1. 11 resulte 
du lemme 8.6 que y E G, et x est bien dans G. 1 
THI?OR&ME 8.8. Soient A une C*-algPbre infinie simple avec unit& et G un 
sowgroupe normal non central de CL:(A). Alors G= CL:(A). En par- 
ticulier, CL:(A) module son centre est un groupe simple. 
Preuve. Soient p, q deux projecteurs orthogonaux de A equivalents a 1 
et soient U, v deux isometrics partielles de A avec 
u*u = v*v = 1, uu* = p, vu* = q. 
Les algebres pAp et qAq ttant isomorphes a A (via awu*au et awv*av), 
on peut appliquer la proposition 8.2bi”, de sorte que G contient les trans- 
vections relatives a (p, 1 - p) et a (1 - p, p). 
Soit x E CL:(A) avec [Ix - 111 suffisamment petit; montrons que x E G. Vu 
le lemme 5.8, on peut supposer que x E pAp + (1 - p) A( 1 - p). Posons 
y = pxp + 1 - p, z = p + ( 1 - p) x( 1 - p), et montrons que y, z sont dans G. 
Comme II y - 111 est petit et comme l’algebre pAp est isomorphe a A, il 
resulte du thtoreme 7.5 que pyp E DGLy(pAp). Comme p N 1 -q d 1 - p, le 
lemme 8.6 s’applique; il resulte done de la proposition 8.2 que y E G. 
Les relations ~(1 - p) U* 6 p et (1 -p) U*U= 1 -p montrent que 
U( 1 - p) est une isometric partielle de 1 - p vers un projecteur majore par 
p, done que 1 - p< p. L’argument ci-dessus montre done aussi que 
ZEG. 1 
9. GROUPES SIMPLES: CAS UNITAIRE 
Sur le theme du paragraphe precedent, nous nous limitons a l’unique 
variation suivante, qui contient une solution partielle du probleme 5.12 de 
CCUI. 
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TH&OR&ME 9.1. Soient A une C+-algtibre approximativement finie simple 
avec unit& et G un sowgroupe non central de U,(A) normalise par DU,(A). 
Alors G contient DU,(A). En particulier, le quotient de DU,(A) par son cen- 
tre est un groupe simple. 
La suite de ce numtro constitue la preuve de ce resultat. Les 
propositions 9.6 et 9.10 en constituent les &apes principales. 
LEMME 9.2. Soit A une C*-alg4bre avec unit6 Les centralisateurs dam A 
de DUy(A) et de [A, A] coihcident avec le centre de A. En d’autres termes, 
pour tout y E A, les propriMs suivantes sont tquivalentes 
(i) yu= uy pour tout UE A tel qu’il existe v, WE U:(A) avec 
u = vwv*w* 2 
(ii) yx = xy pour tout x E A tel qu’il existe s, t E A avec x = st - ts, 
(iii) ya = ay pour tout a E A. 
Preuve. L’implication de (i) par (iii) est banale. 
Supposons que y satisfait (i). Pour montrer (ii), il suflit de considtrer le 
cas oti s et t sont auto-adjoin&, puis de contempler l’identite 
st - ts = fimO n--2{ 1 - exp( - ih) exp( - ih) exp(iAs) exp(ih)}. 
Supposons que y satisfait (ii); il en est de m&me de y*, done des parties 
reelle et imaginaire de y, et on ne restreint pas la generalite de la preuve en 
supposant y auto-adjoint et non nul. 
Indiquons d’abord un argument valant pour le cas particulier d’une 
algbbre A simple. Si y n’etait pas scalaire, il existerait deux fonctions con- 
tinues a valeurs reelles f et g sur le spectre de g avec 
f(Y) ZO? t?(Y) fO> f(Y) J?(Y) =a 
Par hypothese sur A (lemme 8.1.a) il existerait a E A avec f( y)’ ag( y) # 0, 
done avec 
CfbL [If(v)6 dy)llZO 
contrairement a l’hypothese. Done y est bien scalaire. 
Dans le cas general, soit y avec y = y* # 0 satisfaisant (ii). Notons x1 la 
fonction caracteristique de l’intervalle ] - co, A] c R. Supposons qu’il 
puisse exister a E A avec ya # ay; il existe alors 1 E R avec xA( y) a # aX1( y) 
dans l’algebre de von Neumann enveloppante A” de A, done avec xA( y) 
a( 1 - xA( y)) # 0. Si p tend vers il par valeurs strictement superieures, alors 
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x,(y) tend fortemerit vers x2(y); il existe done p> I avec xi(y) 
a( 1 - x,(y)) # 0. Soient f, g: IR --+ R deux fonctions continues avec 
f=l sur ]-co,A], f=O sur [F, x[ 
g=O sur ]-cc,?], g=l sur [p, a[. 
On a 
done 
X,%(Y) S(YY = Xn(Y), g(Y)(l -X,(Y)) = 1 -X,(Y) 
f(Y)* MY) z 0 
et on achbve comme plus haut. 1 
Notons que, dans (i), on peut mCme imposer a u et w d’etre dans un 
voisinage don& de 1 dans U:(A). 
LEMME 9.3. Soient A et G comme en 9.1. Zl existe XE G avec I/x- 111 <i 
et x non central dans A. 
Preuve. Soit y E G un element non central. 11 resulte du lemme 9.2 qu’il 
existe s E A avec s* = --s et e ils’l - 1 < $ tel que y exp(s) # exp(s) y. Posons 
x = (v, exp(s)). Si x Ctait central, il existerait t E R avec 
y exp(s) y-’ = exp(ysy-‘) = exp(s + it); 
on aurait done exp(it) = 1 et x = 1 par le theoreme 4 de [Hi], con- 
trairement aux hypotheses. Par suite x convient. 1 
Soient B,, B, deux C*-algebres de dimensions linies et cp: B, -+ B, un 
morphisme unital. Nous disons que cp est entrecroisk si, pour tout ideal 
bilatere non nul .Z, de B, (j = 1, 2) la composition de l’inclusion J, -+ B, , 
de q et de la projection canonique B, -+ J2 est injective. Lorsque q est 
decrit par une matrice d’entiers non ntgatifs a la Bratelli, cp est entrecroise 
si et seulement si tous les coefficients de la matrice sont strictement positifs. 
LEMME 9.4. Soit A comme en 9.1. II existe un systPme inductij” 
de C*-alg2bres de dimensions finies de limite inductive A oti chaque (P,, est 
entrecroist!. 
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Preuve. L’affirmation Cquivaut h une propriCtk. du groupe des dimen- 
sions de A qui est itablie au lemme A.4.3 de [El. I1 faut savoir que ce 
groupe des dimensions est simple, ce dont on s’assure par exemple comme 
dans [Hn]. 1 
LEMME 9.5. Soient B une C*-algPbre avec unit&! et 
’ =Pl+P2+P3+P4, 1 = 91+ 92 + 43 + q4 
deux d&compositions de 1 en sommes de projecteurs orthogonaux. On se 
donne des nombres complexes A,, L2, A,, A4 de modules 1 distincts deux ri 
deux, et on t!crit 
k=inf{llli-kjl 11 Gi, j<4}; 
on se donne aussi vj E B avec vTvi = viva = qj pour j = 1,2, 3,4; on pose 
S’il existe E 6 R avec 
O<48E<k3, IlU-011 <2E 
11 Ajq, - V.jll < 2E pour j= 1,2, 3,4 
alors pj et q, sont 6quivalents pour j = 1, 2, 3, 4. 
Preuve. On calcule 
avec Ilr 11 < 248, puis 
(~4-121)(124-~2)(124-~3)(P4-94) 
= (u-v)(u-~2)(u-~~~)+ (v-~,)(u-v)(u-~3) 
+(v-AI)(v-&)(u-0)-r. 
Par suite 
IIP4-4411 <$G 1 
done p4 et q4 sont kquivalents. On obtient les autres cas par permutations 
circulaires des indices 1, 2, 3,4. 1 
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PROPOSITION 9.6. Soient A, G comme en 9.1 et A 1 + VI A, + ‘p2 ’ . . comme 
en 9.4. II existe un entier n 2 1, deux projecteurs orthogonaux pl, p2 E A,, 
avec p, equivalent a p2 duns A, et p1 + p2 equivalent a un sous-projecteur de 
;ll;iuy pI - p2 duns A, ainsi que z E U,(p, Ap,) avec Sp(z) n { 1, - l} = @, 
ozi la matrice est relative a la decomposition 1 = p, + p2 + p3. (On a Pcrit 
abusivement z - ’ au lieu de (z);’ et z au lieu de p2,1z(p2,,)* pour une 
isometric partielle p2,, convenable.) 
Preuve. Soit x E G comme en 9.3. Soient A,, A, deux points distincts de 
Sp(x); notons que II, -L21 < 1. Soit EE L! tel que 
0<48&<(@,-A,[-2&)3. 
On choisit un entier n > 1 et un unitaire y E U,(A,) avec [Ix - yll < E, puis 
deux points pI, ,u2 E Sp( y) avec I& - ~~1 <E (j = 1, 2), et entin deux projec- 
teurs pl, p2 E A, avec ypj = ujpj (j = 1, 2). Quitte a remplacer n par n + 1 et 
pl, pz par des projecteurs plus petits, on peut supposer p1 equivalent a p2 
dans A, et p1 + p2 equivalent a un sous-projecteur de p3 = 1 - p1 - p2 dans 
A (c’est ici qu’on utilise le lemme 9.4). Dtsormais, dans cette preuve, toutes 
les matrices sont relatives a la decomposition 1 = p1 + p2 + p3, et on com- 
met systematiquement l’abus d’tcrire 1 au lieu des isometries et projecteurs 
convenables. 
On a 
avec y’ E U,(p,A, p3). Posons 
de sorte qu’on a 
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0 0 1 1 
(x, U)EG 
ll(-% u)- (Y, u)ll G2Ilx-A <2&. 
On v&lie facilement que la distance entre deux quelconques des trois nom- 
bres complexes pip; l, pLzp;‘, 1 est minoree par 11, - 1,1 - 2s. Par suite le 
spectre de (x, U) est contenu dans la reunion des trois boules ouvertes de 
rayon 2s centrtes en ces points, boules qui sont disjointes car 6s < 11, - &I. 
Notons q1 [respectivement q2, qs] le projecteur spectral de (x, U) 
correspondant a la boule centrte en p1 PL; ’ [resp. pzp;i, 11. On a done 
(XT ~)=qlxq2+q2xq2+q3xq3~ 41+92+93=1. 
11 rtsulte du lemme 9.5 que les projecteurs pj et qj sont equivalents 
(j= 1,2, 3). 
Soitv,~Aavecu,*uj=qjetuju,*=pj(j=1,2,3),etposonso=u,+u,+ 
u3 E U,(A). Alors u(x, U) u* est diagonal relativement a la decomposition 
1 = p1 + pz + p3. Soit T la trace universelle de A, choisissons s = s* E A 
avec 
d Au) = T(s) modulo T( K,( A )), 
et posons 
s’= PlsPl+ P2SP2 + P3SP3, w = exp( - i2rcs’) u. 
Alors T(s’) = T(s) et d.(w) =O, done WEDU,(A) par la proposition 6.7. 
De plus w(x, U) w* est toujours diagonal relativement a la decomposition 
1 = p1 + pz + p3 et on peut Ccrire 
Les spectres (privts de 0) de q,xq, et q2xq2 sont dans des boules de 
rayon 2s; leurs centres p, ~12 ’ et ,u*p; ’ sont distants de II, - A21 - 2s au 
moins et 
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(sinon 1~~ - pLz( -2”*, ce qui contredirait 
Les spectres de x1 et xa ont done les mCmes propriMs. Si z = x,x~~ I, on a 
done Q(z) n { - 1, 1) = a. On achkve en notant que le commutateur 
est dans G. 1 
LEMME 9.1. Soit 52 un fermd du cercle unit& du plan complexe disjoint de 
{ - 1, 1 } et soit p E S ’ avec [Im ~1 < 1 Im A( pour tout 1 E S2. Alors il existe 
des applications continues 
telles que CX: + /I: = 1 et 
pour tout 1EQ. 
Preuve. Soit 1 E Q. Posons PA = [Im ~1 IIm 11 - ’ et 
On calcule 
a, = LX: + 2-‘B:, b, = (A’- 1) rxJA 
trace( g,) = 2 Re(p*) 
de sorte que g, est conjugut? dans SU(2) ti 
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Posons crl = b;‘(a, - ,iI*), ce qui dtfinit une fonction continue de 1 (car 
bA # 0). On verifie que 
(L;) et (-Pi) 
sont vecteurs propres de g, de valeurs propres respectivement fi2 et ,u2, et 
on acheve en posant 
yi= (1 + lo,12)-“2 (-LA 4’). 1 
LEMME 9.8. Sous les conditions de la proposition 9.6, il existe 
y E G n U,(A,) avec y non central duns A. 
Preuve. Supposons d’abord z multiple scalaire de p,. Le groupe 
Gn U,(A,) n’est alors pas central dans U,(A,) car Sp(z) n’est ni { 1) ni 
i-l>. 
Supposons ensuite z +! Q 1, de sorte que z n’est pas central dans pi Ap, 
(l’algebre A etant simple, l’algebre p1 Ap, l’est aussi et son centre est done 
banal). Notons Q le spectre de z dans p, Ap, . Le calcul fonctionnel montre 
qu’il existe un homomorphisme 
avec 
@: u,W(Q)) + U,(A 4, A,, = (PI + ~2) A(P, + ~2) 
ou <: Q + @ est l’inclusion naturelle. 11 resulte de 9.7 qu’il existe p E R avec 
O<p<l et 
v E U,(A 1213 ~EDU,(A,,) 
avec 
v(Z, r) 0-l = ( l-2$ - 2/4 1 - p*)l’* 2/.4 1 - pql’* l-2$ > 
z= 
z-’ 0 
( > 0 z 
ou les matrices sont relatives a la decomposition pi + p2 de l’unite dans 
AI,. 
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Comme pi + p2 est equivalent a un sow-projecteur de p3, il existe 
v’, r’ E p3 Ap, avec 
et on a 
ou les matrices sont relatives a la decomposition 1 = (pl + p2) + p3. En 
explicitant relativement a la decomposition 1 = p1 + p2 + p3, on a done 
d’od le lemme. i 
LEMME 9.9. Toujours sous les mCmes conditions, on a de plus 
Preuve. 11 existe des entiers k,,..., k, B 1 tels que U,(A,+ 1) soit 
isomorphe a U(k,) x ... x U(k,). L’inclusion A, -+ A,,+, &ant 
entrecroisee, l’element y de 9.8 est de la forme 
(Y I,..., Y,)E U(k,)x ... x W,) 
et aucun des yj n’est central dans U(kj). 11 en resulte que G contient le 
produit des SU(k,), c’est-a-dire DU,( A, + 1). 1 
Dans le resultat partiel qui suit, il faut prendre garde que p, et p2 ne 
designent a priori pas les memes projecteurs qu’en 9.6. 
PROPOSITION 9.10. Soient A et G comme en 9.1. II existe une sous 
C*-alg2bre B de A de dimension finie contenant des projecteurs pl, p2, p3, p4 
de somme 1, avec pl, p2, p3 tquivalents dans B et p, majorant un projecteur 
pi Pquivalent h p4 dans A, de telle sorte que 
Preuve. Les arguments precedents montrent que G contient DU1(A,) 
non seulement pour un entier m 2 1, mais pour tout m assez grand. Vu le 
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lemme 9.4, on peut choisir m tel que tout ideal bilatere minimal de A, soit 
de la forme Mk(C) avec k 2 9, et done tel que A, contienne des projecteurs 
p, , p2, p3, p4 avec les proprietes desirees. On ecrit alors B au lieu de 
LEMME 9.11. On se place dam les conditions de la proposition 9.10. 
Soient x2, x3 E U,(p, Ap,) et X~E U,(p’, Ap’,); alors 
sont dans G, et de plus 
c x4 0  -l P2 0 P3 0 0 \ x4 i 
(avec les m$mes abus que ceux commis en 9.6). 
Preuve. Considtrons le commutateur 








x2 0 0 
0 1 0 . 
0 0 1 i 
ontre un calcul du type 
(xo’ Y)(Y i’)(:, Y)(J iJ=(101 e) 
et second element est dans DU,(B), done dans G par 9.10. Par suite X2 E G, 
et de m&me X, E G, X4 E G. 
On a de plus (X2, X3) E G, et on en deduit que DU,(p, Ap,) c G. 1 
Fin de la preuve du thPorPme 9.1. Comme U,(A) est connexe par arcs, 
DU,(A) l’est aussi et il suflit de montrer que ses elements proches de 1 sont 
dans G. On se donne done E > 0 (a preciser plus bas) et x E DU,(A) avec 
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[Ix - 111 < E, et nous voulons montrer que x E G. On dispose d’une algbbre B 
et de projecteurs pi, p2, p3, p4 comme en 9.10. 
Posons Aj = exp(ij(rr/3)) pour i= 1,2,3 et A, = 1, puis 
a= c Jjpj~DUI(B)cG. 
lGj64 
Comme Ilax - all < a, le spectre de ax est contenu dans la reunion des 
boules de rayon E cent& en les Aj. 
Pour E assez petit, on montre ensuite grace au lemme 9.5 et comme dans 
la preuve de 9.6 qu’il existe w E DUi(A) tel qu’on puisse Ccrire 






0 0 x3 0 
0 0 0 x4 1 
relativement a la decomposition 1 = p1 + p2 + p3 + p4. 
Soient alors X,, X3, X4 E G comme en 9.11. On a 
y 0 0 0 
* i 0 P2 0 0 waxw = 
0 0 P3 0 
x* x3 x4 
0 0 0 P4 
1
avec y E U,(p, Ap, ). Les elements w, a, x, X,, X3, X4 &ant tous dans 
DU,(A), on a y E DU,(p,Ap,) par la proposition 6.7, done waxw* E G par 
le lemme 9.11. 11 en resulte d’abord que ax est dans G, et ensuite que x est 
dans G parce que a l’est. 1 
10. REMARQUES SUR LE GROUPE D'HOMOLOGIE H2(-,Z) 
Ce paragraphe est independant des sections 8 et 9. 
PROPOSITION 10.1. Soit A une C*-algsbre qui est stable, ou une 
C*-algsbre avec unite qui est infinie simple. L’homomorphisme nature1 du 
groupe de Milnor KY”(A) dans F;p(A) est surjectif: 
Preuve. On sait que GLy(A) est parfait, mais les preuves de la section 7 
fournissent de plus la precision suivante: pour tout voisinage U de 1 dans 
GLy(A), il existe des voisinages V, W avec 
1EWcVcU 
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tels que tout element x de W soit de la forme fl 1 s jGk (y,, zi) avec 
yj, zj E V pour j = l,..., k et avec les 4k produits partiels 
Yl> YlZl? YlZl Y;‘, ( Yl, z,), (Yl, z,) Y2P., x 
dans U. Par suite, le revetement universe1 (au sens topologique usuel) - 
GLy(A) de GLy(A) est parfait. On obtient done une suite exacte 
avec terme intermediaire parfait: cette suite est ainsi un revetement au sens 
algebrique du terme [Ker]. Par consequent, il existe une surjection 
naturelle du groupe d’homologie d’Eilenberg-McLane H,(GLy(A)) sur 
n,(GLy(A)), l’homologie etant a coefficients dans le GLy(A)-module 
trivial Z. 
Ces considerations sont a fortiori valables pour le groupe stable 
GLO,(A), qui est parfait, done isomorphe a DGL,(A), ou encore a E,(A) 
avec les notations de l’appendice. On obtient ainsi un homomorphisme 
nature1 de H,(DGL,(A)), c’est-a-dire de KY”(A), sur xr(GLO,(A)), c’est- 
a-dire sur F;p(A ). 1 
COROLLAIRE 10.2. Avec les hypothPse de la proposition, il existe un 
homomorphisme surjectif nature1 de KY”(A) sur K,(A). 
Preuve. C’est la fleche de la proposition suivie de la fleche de periodicite 
de Bott. 1 
Le corollaire ttait deja connu dans un cas au moins: si A4 est une algebre 
de von Neumann proprement intinie, alors Kyi’(M) = 0 par [HM], done 
Kyi’(A4) = K,(M). Mais le corollaire nest certainement pas vrai pour toute 
C*-algebre, car Kyi’(@) est un groupe divisible et K,(C) est cyclique intini. 
Nous remercions D. Handelman qui a bien voulu ne rien croire dune 
premiere version incorrecte de ce paragraphe. 
APPENDICE 
Nous exposons ici un rtsultat bien connu sous le nom de lemme de 
Whitehead, ainsi que quelques resultats annexes. 
Soit A un anneau, avec ou saris unite. Pour tout entier n 2 1, on designe 
par M,(A) l’anneau des (n x n)-matrices sur A. Si A posdde une unite, 
G&(A) est le groupe des elements inversibles de M,(A). Si A n’a pas 
d’unite et si A” designe l’anneau obtenu par adjonction d’une unite, G&(A) 
est le sous-groupe de GL,(A”) constitue des elements de la forme 1 + y avec 
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y E M,(A). Dans tous les cas, E,(A) est le sous-groupe de G&(A) engendre 
par les elements de la forme 1 + y ou y est une matrice de M,(A) n’ayant 
qu’une entree non nulle, celle-ci Ctant situte hors de la diagonale principale. 
Les inclusions evidentes permettent de definir le groupe lindaire g.h!ral 
stable GL,(A) = IJnr 1 GL,(A) et le groupe lintaire @mentaire stable 
L(A)= Unrl KM de A. 
Rappelons que l’anneau A est simple s’ii n’a pas d’ideal bilatere propre et 
s’il n’est pas constitue de deux elements dont tous les produits sont nuls 
(i.e., et si A* = A). On sait que, si A est simple, alors M,(A) l’est aussi pour 
tout n > 1 [J, chap. III, no 21. 
PROPOSITION A.1. Soit A un anneau, avec ou saris unit.6 
(a) Si A2 = A, le groupe DGL,(A) est parfait et coincide avec E,(A). 
(b) Si A est simple, le groupe DGL,(A) est simple. 
(c) Si A possPde une unit& tout Ument de DGL,(A) peut s’t!crire 
comme un produit de 2 commutateurs. 
(d) Si A est une C*-algtbre suns unit&, tout &ment de DGL,(A) peut 
s’t!crire comme un produit de 4 commutateurs. 
L’assertion (a) est le lemme de Whitehead. L’assertion (b) est un cas par- 
ticulier dun resultat connu sur les groupes de congruence (voir [B, chap. V, 
sect. 2, theoreme 2.l.a]). Les assertions (c) et (d) sont presenttes a titre de 
curiositt. On ne sait en general pas si, dans l’assertion (c), on peut rem- 
placer 2 par 1. Lorsque A est l’anneau des operateurs born& sur un espace 
de Hilbert complexe de dimension inlinie, c’est une question deja poke par 
A. Brown et C. Pearcy [BP]. 
Considerons un entier k z 1 et le sous-groupe r, de E,(A) engendre par 
les elements de la forme 
(A ;) et (1 0) 
avec z E M,(A), p b k. (On adopte l’tcriture par blocs pour les matrices, et 
1 designe ci-dessus l’unite 1, de M,,(A) ou de M,(A).) 
LEMME A.2. Si A2 = A, le groupe r, coincide avec E,(A) pour tout 
k 3 1, et DGL,(A) = E,(A). 
Preuve. Le groupe r, contient toute matrice de la forme 
avec p, q 3 k et z une matrice a p lignes et q colonnes. 
375 GROUPES D’UNE C*-ALGhBRE SIMPLE 
Soient d’abord p 2 k et u E G&(A); vtrifrons que 
24 0 
( ) 
o u-, Eric. 
Comme M,(A)‘=M,(A), il existe un entierj et ai,bi~M,(A) (l<i<j) 
avec u - 1, = C a$,. Soient a la matrice ligne des ai (a p lignes et jp colon- 
nes) et b la matrice colonne des bi, qui sont telles que u = 1, + ab. En 
calculant dans GL,,+,,,(A), on obtient 
1, 0 0 
0 1,o 
-bc’ b 1, 
1, O 
X 0 1, 
0 0 
Soit de plus v E GLJA). En proddant de m&me avec 
on obtient 
00 0 0 
El-k. 
Par suite, en calculant dans GL,,(A): 
Ceci ayant lieu pour tout p > k, on a la premiere inclusion de la suite 
DGL,(A) c T, c E,(A) cDGL,(A). 
Les autres inclusions &ant banales, la preuve du lemme est ache&e. 1 
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Pour l’assertion (a) de la proposition A.l, il sufIit de montrer que 
rl c DE,(A). Considtrons un entier p 2 1 et z E M,(A). Soient ul,..., a,_, 
b 1 ,..., bj dans M,(A) avec z = C aibi. Alors 
et (A ;)EDE,(A). De m&me (i ~)EDE,(A). 
Pour l’assertion (b), considh-ons un sous-groupe G de GL,(A) non 
rCduit h ( 1 } et normalis par E,(A). 11 existe un entier k 2 1 et un tlkment 
non nul y E M,(A) avec x = 1 + y E G. Montrons que r, c G. Soient un 
&tier p > k et z E M,(A). Par simplicitk de M,(A), il existe un entier j et 
des ClCments ai, bi, ci, diEMp(A) (1 <i<j) avec z=~a,b,yc,d,. En 
calculant dans G&,(A), on obtient pour tout ie {l,..., j>: 
et 
fl ((A 8 aibri), (; li 8)) = (A ; $G. 
IGiG/ 
On a done (A ;) E G, et de m&me (i y) E G, d’od enlin DGL,(A) c r, c G, 
de sorte que DGL,(A ) est simple. 
Pour l’assertion (c), considkrons x E DGL,(A). 11 existe un entier n 2 1 
et des kkments yl, z 1 ,..., y,, zj E E,(A) avec x = ( y, , z1 ). . . ( yj, z,). Posons 
di=(~,,zi)EEn(A) (1 < i<j) 
y = Diag( y 1 )*..T Yj) E Ejn(A) 
z = Diag(z,,..., zi) E E,,(A) 
d = Diag(d, . . . dj, d,’ ,..., dy ‘) E Ejn(A). 
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Alors x = (y, z) d et il reste B vkrifier que d est un commutateur. Si 
ej = d,, ejp 1 = dj _ , dj ,..., e2 = dzd3 . . . dj 
on obtient 
ii: l :i( e2... e))e2 
-1 
e3e2 
= . . 
i . ejeJpl, el- 
d’oti l’assertion (c). 
Enh l’assertion (d) se montre de la m&me man&-e, en utilisant le 
lemme 7.3. 
W. van der Kallen nous signale que l’assertion (c) est un cas particulier 
d’un rksultat de K. Dennis (communication privke, mai 1982). 
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